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Introduction

Soit k£ un corps et E un k-espace vectoriel de dimension finie. Un moyen de
calculer plus facilement avec une application linéaire f : E — E est de trouver une
base de E dans laquelle la matrice de f ait une forme simple : diagonale si possible,
ou triangulaire. Cela s’appelle diagonaliser, triangulariser (on dit aussi trigonaliser),
ou plus généralement réduire I’endomorphisme f. On dit aussi qu’on effectue une
diagonalisation, une triangulation, une réduction. On dit de méme qu’on diagonalise,
triangularise, réduit une matrice A quand on diagonalise, triangularise, réduit I’endo-
morphisme associé & A dans la base canonique de k™. Si on peut diagonaliser f ou A
on dit que f est diagonalisable ou que A est diagonalisable. Cette possibilité dépend
du corps k.

La théorie de Jordan permet d’arriver a ce que l'on peut considérer la derniere
réduction, aboutissant ainsi a une classification des matrices a la relation d’équiva-
lence prés “A est semblable & B” (ou si I'on veut :“A et B représentent le méme
endomorphisme”).

Plus précisément le probléme est le suivant. Si deux matrices sont semblables alors
elles ont la méme trace, le méme déterminant et plus généralement, les mémes valeurs
propres, En d’autres termes, si deux matrices ont, par exemple, une trace différente (ce
qui est trés facile a vérifier), alors elles ne représentent pas le méme endomorphisme. 11
est clair cependant que le spectre n’est pas le seul invariant de la classe des matrices qui
représentent le méme endomorphisme : le rang, par exemple, est un autre invariant.
Mais le rang et le spectre eux-mémes ne suffisent pas & caractériser les matrices

semblables.



Par exemple :

010 010
A=10 0 0], B=10 01
1 00 000

ont méme rang et méme spectre et pourtant elles ne sont pas semblables (n’existe pas
de matrice inversible P telle que AP = PB).

La question se pose d’une maniére naturelle de savoir s’il existe un systéme complet
d’invariants, c’est-a-dire si ’on peut associer a chaque matrice A un ensemble fini Sy
de scalaires (tels que le spectre, le rang, etc) tel que si pour deux matrices
A, B € M, (k) on a Sy = Sp, alors A et B sont semblables, c’est-a-dire elles repré-
sentent le méme endomorphisme en des bases différentes. La réponse est donnée par
le théoréme de Jordan que nous allons expliquer dans ce mémoire est réparti en deux
chapitres.

Dans le premier chapitre on s’intérésse a la diagonalisation des endomorphismes :
la clé de la diagonalisation est la notion de vecteurs propres, valeurs propres, polynéme
caractéristique. Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes de diagonali-
sabilité.

Dans le second chapitre, on s’intérésse a la réduite de Jordan (le cas ou la ma-
trice de ’lendomorphisme n’est pas diagonalisable). On va voir les liens intimes entre
la réduction de Jordan, les tableaux de Young et la notion de similitude entre les

matrices.



Chapitre 1
Autour de la diagonalisation

Soit f 'endomorphisme f : R® — R? défini par la matrice :

1 2 -3
A=11 4 -5
0 2 -2

par rapport 4 la base canonique B = (e, 9, €3) de R3.

En considérent la base B’ = (vq,v9, v3) de R? définie par :

n o= (1,1,1)
vy = (1,3,2)
vg = (1,2,1)
la matrice A" = M(f,B',B') est :
000
A=fo10
00 2
Si on pose :
1 11
P=M(@d,B.B)=|1 3 2
1 21



on a :

Pt=M@Gd,BB)=|-1 0 1

Les relations entre A et A’ sont données par le diagramme commutatif suivant :

(R, B) f, A (R, B)

id, P 1 lid, P!
_—
(R®B) [ A (R3,B)
Ce sont :
A = PAP
A = PAP!

A quelles conditions une base telle que B, par rapport a laquelle la matrice de P’ap-
plication linéaire a une forme simple, existe-t-elle? Comment peut-on la trouver?
Que peut-on faire si elle n’existe pas? Ce sont les questions auxquelles nous allons

répondre, partiellement, dans ce chapitre.

1.1 Etude du probléme

Soient donc F un k-espace vectoriel de dimension finie n, f : £ — E un endo-
morphisme de E, B = (ey,...,e,) une base de £ et A = M(f,B,B) = (a;;).
On cherche, si c’est possible, une base B’ = (vy,...,v,) de E telle que la matrice

A" = M(f,B',B) soit diagonale :

A0 0
A= 0
0 0 A,



Cela implique que, pour 1 < ¢ < n, les vecteurs v; vérifient :

f(%) = A\iv;,

ce qui s’écrit encore :

Autrement dit, v; est un vecteur non nul de ker(f — \;I) et f— \;I n’est pas injective.
Nous venons de voir, une maniére de caractériser un endomorphisme non injectif :
c’est un endomorphisme dont le déterminant est nul. On a donc det(f — A\;J) = 0

pour 1 <7 < n, ce signifie que Ay, ..., A\, sont solutions de I’équation :

det(f — M) =0,

ce qui s’écrit, en utilisant la base B :

all_/\ Q1n
= 0.

anl a/nn_)\

Cette équation est une équation polynomiale & coefficients dans &k de degré n en \ (ce
que montre une récurrence évidente sur n). C’est elle qui va permettre de construire,
quand c’est possible, la base B’. ’étude précédente conduit & poser les définitions

suivantes.

Définition 1.1 (Valeur propre)
Soient £ un k-espace vectoriel (e.v) de dimension finie n, B= (e, ..., e,) la base

canonique de E, f: E — E un endomorphisme de E, B une base de E et

z — f(z)
A = Mg (f) = (aij). On appelle valeur propre de f (ou de A) tout élément A de k

tel que det (f — Nidg) = 0 [ou det (A — Al,,) = 0].

Définition 1.2 (Vecteur propre)
On appelle vecteur propre de f (ou de A) associé a la valeur propre A tout vectour

non nul de ker (f — Xidg) [ou ker (A — AI,)] sous-espace vectoriel de E.



Remarque 1.1
(f =Xidg)(x) =0= f(z) = A2z =0= f(x) = \x = f(v) = Av ou Av = \v.
Le spectre d'un endomorphisme f de E (d’une matrice A) est ’ensemble des valeurs

propres : spec (A) = {\; }i.

Définition 1.3 (Espace propre)
On appelle espace propre de f associé a la valeur propre A le sous-espace vectoriel

E (\). i.e., le sous espace formé par les vecteurs propres de E tel que f (v) = Av.

Définition 1.4 (Polynome caractéristique)
On appelle polynome caractéristique de f (ou de A) le polynome :

P () =det (f — Nidg) = det(A — Al,), c’est un polynéme de degré n en k.

Remarque 1.2

Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique A = Mgy, il
existe P matice de passage tel que A’ = Mg (f) et A’ = P7LAP, Py(\) = Pa(N),
det A" = det(P~1) x det(A) et det P = det A.
Py(N) =det(A" — \I,,) =det(PYAP — P~YI,f = PA()\).

Remarque 1.3
Si A e M, (k).
Alors, Py(X\) = (=1)"A" 4 (=1)" Ur(A)A"" + ... + det(A).

Remarque 1.4
Si\ 7£ /\2, E()\l) N E()\Q) = {0}, NS E(/\l) N E()\Q) = v C E()\l) et v e E(/\Q)
f) = Mv=Xv=>MNv— 2v=0= (A —A)v=0=0v=0 (car \y — A\g #0).

Proposition 1.1
Soit f : E — E un endomorphisme de E, on suppose que le polynome carac-
téristique P(\) a k racines distinctes et on note E(\1), ..., E(\). Les sous-espaces

propres associés si B = E(\) @ ...® E(\), alors f (ou A) est diagonalisable.



Preuve.
Pour ¢ = 1,...,k, choisissons une base B; de E()\;). La base B’ de E réunion
k
des B; (B'= |_| B;) est formée de vecteurs propres de f associés aux valeurs propres

=1

A1, ..., Ap donc la matrice D = Mg (f) est diagonale .i.e.,
A1

A

Ak

1.2 Condition suffisante de diagonalisabilité

Proposition 1.2
Soit A une matrice carrée d’ordre n, si le polynome caractéristique de A an racines

distinctes deux o deuxr dans k, alors A est diagonalisable.

Preuve.

PA) = (=1)"(A = A1)... (A= \y), solent Ay,..., A\, les n racines distinctes du
polynome P(A) et soient vy,...,v, les vecteurs propres associés a ces racines. i.e.,

f(o1) = Moy

: = flv;) = v, Vi=1,...,n

F () = At
11 suffit de montrer que B’ = (vy,...,v,) est une base de E pour cela montrons par
récurrence sur k que (vy,...,vy) est une famille libre de F.

C’est vrai pour k = 1, on suppose que la propriété est vraie pour k (1 < k < n) et
montrons que (v1, ..., Vx+1) est une famille libre de F si on a I’écriture :

a1v] + aoug + ..+ apUp + QpUp1 =0 (1)

ona: f(agv + agvy + ... + Uk + Qg 1Vky) =0

= arf(v1) +aaf(ve) +... + arf(vr) + agpr f(vrs1) =0

= AU + o dats + ..+ A UE + Q1 A1V = 0. (2)

de (2) — Mg (1) —Xpp11v1 — App1@oUa — oo — N1 QU — A1 Q1011 = 0



= (A1 — Mer1)aqvr + (Ao — Mer1)agva + .o+ (A — M) =0

= (A — Mer1)ar = (Ao — Np)as = ..o = (A — A1) =0

par hypothése de récurence par suite a; = ... = ay (les \; son deux a deux distinctes)
ce qui reporté dans (1), donc ayy1vk11 = 0 = a1 = 0. D’ou (vy, ..., v54q) libre. Par
conséquent, B = (vy,...,v,) est une famille libre de n éléments de E, c’est-a-dire la

matrice A est diagonalisable, donc une base de K. m

Proposition 1.3
Soit f : E — E un endomorphisme et soit A\ une valeur propre de f dans k, si

dim E(A1) =7, alors Ay est une racine d’ordre m > 1 de P(\). i.e, dim E(\;) < m.

Preuve.
Choisissons une base (e, . .., e,) de F(\;) et complétons la en une base B= (e, ..., e,).
Aro... 0
: ' DA
La matrice A = Mpg(f) est de la forme : A =
0 ... M\
0 Ay
A=A L 0
A
P(A) = det(A — \,) = '
0 ... AM—2A
0 As — A,

= (A — )" det(Ay — Al,,—,). Il est possible que A soit aussi racine
de det(As — Al,—,). D’ou Pordre m > r = dim E()\;). =
Corollaire 1.1

1. Si P(\) n’est pas scindé dans k, alors f n’est pas diagonalisable.

2. Sl existe une valeur propre \; racine de P(\) telle que la dimension de l’espace

propre associé dim E(X;) < m; Uordre de \;, alors f n’est pas diagonalisable.

Preuve.
Le raisonnement est le méme dans les deux cas. Soient Aq,..., )\, les racines de
P(\) dans k et myq, ..., my leurs ordres de multiplicité respectifs.

e, P(A\) = (=1)"(A = A)™ ...(A = \x)™. La proposition précédente montre que



k

dim E(\;) < m;, V1 <7 < k. On a donc : Zdim E(\) < Zmi < n. Dans les deux
i=1 i=1

cas, I'une des inégalités est stricte.

Par conséquent, on ne peut trouver de base de E formée de vecteurs propres puisque

les sous-espace propres de F ne peuvent engondrer .

Remarque 1.5
Le corollaire précédent donne deux conditions nécessaires de diagonalisation. La
proposition suivante montre que ce sont des conditions suffisantes pour pouvoir dia-

gonaliser.

Proposition 1.4
Soient f : E — E un endomorphisme. Une conditions nécessaire et suffisante

pour que f soit diagonalisable est que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

1. Le polynéome caractéristique P(X\) de f est scindé dans k[A].

2. Si on note Ay, ..., \ les racines distinctes de P(\) et mq,...,my leurs ordres

de multiplicité respectifs, alors dim E()\;) = m;, pour 1 <i < k.

Preuve.

Pour montrer que ces conditions sont suffisantes, on va montrer par récurrence
que les sous-espaces propres E()\;), 1 < i < j sont en somme directe pour 1 < j < k.
E =E\)®...® E(\). Cest vrai pour j = 1, supposons que la propriété soit

vraie pour un entier j, 1 < j < k et montrons qu’elle est vraie pour j + 1, notons

- o
k=1

(% = U1+ .ot Vjovrnn. (1)
soit v € S; N E(Nj41) = et
f(v) = Ajpv
de (1) = f(v) = f(v1) + .. ( ) N0 = A0 e A (2)
de (2) — )‘j+1 (1) =0= ()\1 ) ()\] — )\j+1)/Uj7 d’ou v = 0.
—_——

€E(M) €E(N))
E =FE & FE,YVwe EJdwv € Eyet A vy € By, ) = v = v + vy. Par suite

vy = ... = v; = 0. Par conséquence les E()\;), 1 < ¢ < k sont en somme dérécte



n n k
dans E commez dim E(\;) = ZmZ = n. On vait que F = @E(AZ) d’ou f est
i=1 i=1 i=1

A1

diagonalisable. D = .

Y

1.3 Trigonalisation

Que faire quand on ne peut diagonaliser un endomorphisme f 7 Une réduction
qui parait intéressante est la réduction a la forme triangulaire. Si cette réduction
est posible, notons A" = (a;;) la matrice triangulaire représentant f. Le polynome
caractéristique de f est P(A\) = det(A" — AI) = (a11 — A) ... (@pn — A). Il est donc
scindé. Nous allons montrer que cette condition nécessaire pour pouvoir trianguler
est également suffisante.

Remarquons avant que les problémes de réduction & des formes triangulaires su-
périeures et inférieures sont équivalents : si on a trouvé une base (vy,...,v,) par
rapport a laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure, alors la matrice de f

est triangulaire inférieure par rapport a la base (v,, ..., v1).

Proposition 1.5

Sotent E un K-espace vectoriel de dimension finie et f : E — E un endomor-
phisme de E. On suppose que le polynome caractéristique de f est scindé dans K [X].
Alors f est triangularisable. En particulier, si K = C, tout endomorphisme de E est

triangularisable.

Proposition 1.6

f:E — F, on suppose P(\) de f est scindé dans k [X]. Alors f est trigonalisable.

10



Preuve.

Raisonnons par récurrence sur la dimension de E' le résultat vrai pour les espaces
de dimension 1. Supposons le résultat vrai pour les espaces de dimension < n — 1 et
soit F' de dimension n. Soit p(A) = (A — A1) ... (A= \,) dans k[A] (k= RouC). Les
valeurs propres A; ne sont pas nécessairement distinctes. Notons v;un vecteur propre
associé a la valeur propre A;. D’apres le théoréeme de la base incompléte, il existe une

base B’ de E de la forme B’ = (vy, .. .e,). Par rapport a cette base, la matrice de f est

)\1 a2 ... Qip
0 g2 ... QA2pn .
de la forme : A" = Mpg/(f) = _ _ _ . La famille By = (eq,...,e,)
0 Qp2  +++  Qpp
est une base du sous-espace F' =< eq,...,e, >de E. Notonsg : F — F len-
r — g(z)
ai2 A1n
domorphisme défini par : A =
Apo2 ... Qpp

P(A) = (A — A) x det(A — Al,—1). i.e., P(\) est scindé et comme dim F' =n — 1, il

existe une base By = (vq,...,v,) de F telle que Mp,(y) soit triangulaire supérieure.
)\1 12 ... Qip
0o . : B

MB’:(vl,‘..,vn)(f) = . ) . =T = p Ap [ ]
0 ann

Remarque 1.6

1. Si A est trigonalisable, la matrice T = Mg (f) a sur la diagonale les valeurs

propre de A.

2. Toute matrice A € M,,(C) est trigonalisable.

Corollaire 1.2

tr(A) =\, det(A) =[] n

11



1.4 Polynomes annulateurs

Soient E un k-espace vectoriel et R € k[)] :
R(\) = ap\" + an i A" L 4 ar N 4 ). Si f € Endy(E), on note R(f) endo-
morphisme de E définie par : R (\) = a,\" +an_ A" +. ..+ a1\ +ag\’. Ou bien, si
A= Mp(k),alors : R(A) = a, A" +a, 1 A" 1+ +a Al +aol,. ff=fofo...0f.

kfois

Remarque 1.7

On a P (f) o Q(f) = Q(f) o P(f).

Définition 1.5
Soit f € Endg(FE) un polynome R(A) € k)] est dit annulateur de f. Si R(f) =0
(End nul) ou R(A) = 0 (matrice nulle).

Théoréme 1.1 (Cayley Hamilton)
Soit f € Endi(E) et P(\) le polynéme caractéristique de f : P(f) = 0 [ou
P(A) =0].

Preuve.
Supposons k = C dans ce cas f est trigonalisable. Soit B’ = (vy, ..., v,) une base
Al a2 a3 ... Gip
Ay Q23 ... Qo
de E telle que T'= Mp/(f) = o, PO =det(T — M).
0 An

OnaP(\) = —A) ... —A) et P(f) = (A\id — f)o...0o(\yid— f). On a:
P(f)(01) = (\id — f)o...0(Aid — f)(v1) =0

P(f)(v2) = (Astd — f)o...0 ()\nz'd:3 f)o(Aid— f)o(Aid— f)(v2)
P(f)(va) = (Agid — f)o...o(Aid — f)o(Aid— f)o...o(Aid — f)(—asav1) = 0.

J

-~

—0
Et par récurrence on trouve : P(f)(v;) =0,V i=1,n. D'ou P(f) =0. m

Proposition 1.7

Soit S (N\) un polynéome annulateur de f [i.e., S(f) = 0]. Toute valeur propre de
f (de A) est racine de S(\) [i.e., S(\) =0].

12



Preuve.
Si A est une valeur propre f(v) = Av. Or S(A) = @ \" + an_ 1 A" ' ...+ a1\ +ag
S(f)=anfr+ an 1 f" P ... +arf + agid =0
Donc a, f"(v) + an—1f" () + ... + a1 f(v) + agid(v) =0
x =
= a, N+ a, AN+ a v+ aO;)AU: 0 B
(@ A" + A A" A+ ag)\v/_/ = 0. Par suite [V # 0] = S(A\) = 0. i.e., A est

SO #0
une racine de S(\). =

Proposition 1.8
Si P(A) = (=1)"(A = Ap)™ ... (A= \,)™. Alors, si f est diagonalisable, le poly-
nome : Q(A) = (A= A1) ...(A—=A,). i.e., annulle f [i.e., Q(f)=0].

Preuve.
Si f est diagonalisable, il existe une base B’ = (vq,...,v,) formée de vecteurs
propres. Si A, ..., \, sont les valeurs propres, pour tout v; € B’ i = 1, n, il existe au

moins Aj, 1 < j < p telle que f(v;) = A\ju; ie., (f — Ajid)(v;) =0
QUF) = (f = Mid) oo (f = Nyid)
QU = [(f = Mid)o ..o (f = Agid) o ..o (f — yid)] ()

1.5 Polynéme minimal

Définition 1.6
On appelle polynéme minimal de f le polynéme normalisé annulateur de f de

degré le plus petit : Q(f) =0.

Remarque 1.8

Si S(A) est un multiple de Q(\), alors :
S(A) = Q) xT(A)
S(f)=Q(f)eT(f)=0

i.e., S(A) est un polyndéme annulateur.

13



Proposition 1.9
Les polynéomes annulateurs de f sont les polynémes de type :
S(A) = Q) xT(X)
si S(A) = Q(\) x T(\) + R(\)
S(f) = R(f) =0, R(f) = 0. i.e., R est annulateur et comme d°R(\) < d°Q(\)

condition, ce qui preuve que R(\) = 0.

Remarque 1.9
Q(N)/P(N) ou bien P(A\) = Q(A) x T (N).

Proposition 1.10
Les racines de Q(\) sont exactement les racines de P()\). i.e., les valeurs propres.
Mais avec une multiplicité en générale différents. St :
PO) = (1" =A™ (A= A A £ Ay
Alors Q\) = P(A) = (A= A)* ... (A= \p)™ avec 1 < a; < my, i =1,n.

Preuve.
On sait que P(\) = Q(\) x T'(\), donc si A est racine de Q()), alors elle est
racine de P()\). Réciproquement, soit A racine de P(\). i.e., A valeur propre, alors A

est racine de Q(A), parce que Q(\) annul. m

Exemple 1.1

A= 1 1 [, PO)==A=-1)(A+2)

—_ =

Alors Q(\) = (A — 1) (A 4 2) ou bien Q(\) = (A — 1) (A +2)

1.5.1 Théoréme des noyaux
Soient E un K-espace vectoriel et f : E — E un endomorphisme de F.

1. On suppose qu’il existe un polyndéme P de k[\] de la forme P = ST avec S,T
polynomes de & [A] premiers entre eux, tel que P(f) = 0. Alors

E =ker S(f) ®ker T'(f).

14



2. On suppose qu'il existe un polynoéme P de k [\ de la forme P = P, x ... X P,
avec Py, ..., P, polynomes de k[\] premiers entre eux deux a deux, tel que

P(f)=0.Alors E =ker Pi(f) ® ... ® ker P(f).

Preuve.

ker S (f) Nker T'(f) = {0}. Soit v € ker S(f) Nker T'(f)
S(f)(v)=0et T(f)(v) =0. Or P(A\) =S(A\) xT(\) = P(f)=S(f) oT(f), comme
S(A\) ANT(X) =1, d’aprés le théoréeme de Bésout il existe S1(A), T1(N)
S1(A) x SN +Ti(N) xT(\) =1
S1(f) o S(f) +Ta(f) o T(f) = 1d
v =1Id(v) = 5 ()[S(f) )]+ To(NH[T(f)(v)] = v=0

N2 —

Soit ve K :v= ]d(v)zo: Si(f) e S(f)(;;j—i—Tl(f) o T(f)(v)

vr € ker S(f). ie., S(f)(v1) = S(f) [T1(f) o T(f)(v)] = Ta(f) 0 S(f) o T(f)(v) = O

v

P(£)=0

et de méme pour vy, v3 € ker T'(f). m

Proposition 1.11
Pour qu’un endomorfisme soit diagonalisable il faut et il suffit que son polynéme

minimal n’ait que des racines simples.

Preuve.

Si f est diagonalisable = Q (A) = (A= A1) ... (A=),
SIQA)=A—=X)...(A=A)
Q(A\) =P x...x P,avec Py,..., P, € k)], premiers entre eux deux & deux, tel que
Q(f)=0.Alors E=ker P\(f)®...®ker P,(f)=E(M)®...®E()\,). ®

1.5.2 Reéduction en blocs triangulaires

Espaces caractéristiques.

Définition 1.7
Soit P(A) = (=1)"(A — A1) ... (A= A,)™, A\; # Aj. On appelle espace caracté-
ristique associé a la valeur propre )\;, i = 1, p. Le sous-espace vectoriel :

N(N\;) = ker(f — A\jid)™2.
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Propriété 1.1

1. E(N) C N(N).

3. fi= f/N (\;) a pour polynome caractéristique P;(A) = (A — A;)™.
Théoréme 1.2 (Spectral)

P(f)=(f = id)™ o...o(f — A\yid)™. D’apres le théoréme de noyoux
E =ker(f — Mid)™ @ ... @ (f — Ayid)™.
P

ie, E=NM\)@...&N((\) = @ N (N\;). E est somme directe d’espaces caracté-
i=1

ristique.

Théoréme 1.3

Il exizte une base B' de E, B' = {By,...,B,} ou B; est une base de N ()\;), telle
A1

A1
que Mp(f) = — P lAP.

Ap

1.6 Décomposition de Dunford

Toute matrice A € M,, (C) se décompose d’un maniére unique sous la forme
n

A =D+ N ou D diagonalisable et N est nilpotente et DN = ND.
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Chapitre 2

Réduction de Jordan et tableaux

de Young

La réduction par blocs triangulaires est, en générale , suffisante pour les applica-
tions; cependant une derniére réduction peut étre effectuée & l'intérieur de chaque
bloc jusqua parvenir & la forme qui, dans un certain sens, est la plus simple possible :

la forme de Jordan. Par exemple, soit :

1 00
A=1o 1 1| =M.
0 0 2

Cette matrice est sons forme triangulaire. On peut se demander si elle est diagonali-

sable. On trouve :
PiX)=—(X-12*(X-2) et maX)=(X—-1)(X—-2)
A est donc diagonalisable : il existe une base {v;} telle que

100
M)y, =10 1 0
00 2
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En revanche, soit

110
B=1010
0 0 2

Pp(X)=—(X-1*X -2) et mp(X)=(X—-17*(X-2);

donc B ne peut pas étre réduite a la forme diagonale. Ainsi pour certaines matrices

triangulaires une ultérieure réduction est possible, pour d’autre non.

2.1 La réduction de Jordan

Définition 2.1

On appelle bloc de Jordan (matrice de Jordan) de taille n (d’ordre n) une matrice

N1
A
de type : J, () = !
1
A
- M 1 0
Par exemple . J1 ()\1) = ()\1), J2 ()\1) = 01 \ 3 J3 ()\1) - 0 )\1 1 5
! 0 0 N\
A 1 0 O
0 A 1 0
Ji(A) = !
0 0 XN 1
0O 0 0 X\

Propriété 2.1
Pour J, (A1). Ona P(A) = (A — A)" = (=1)"(A = A)" et Q(A) = (A — \)",
E()\l) =< U, >, dlmE()\l) = 1.

Théoréme 2.1 (Jordan)
Soit f € Endy(E), on suppose que P(\) est scindé.
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I) Supposons d’abord que f n'a qu’une valeur propre et que : P(\) = (—=1)"(A— A\1)",
Q) = (A= X)), dim E (\) = «. Il existe une base B' de E telle que
JH ) 0
Mg (f) = = Ju(M).
0 J* (M)
Ou les : -J*¥ (\1), i < k < a sont des blocs de Jordan

-L’ordre du plus grand bloc est [3.

-Le nombre des bloc est o.

IT) Si P(A) = (=1)" (A= A)™ ... (A= \,)"™. Alors il existe une base B' telle que

J(A) 0

Mg (f) =

o [Jo

Exemple 2.1
Soit A € Ms(k) avec P(N) = (A —X1)% et Q(A) = (A — A)*77,
dim £ (A1) = 2 = « alors, il existe B’ (base de Jordan) tell que

A1 .
0 X\
Mp (f) = A1 0
0 0 A 1
0 0 N
SidimE =5 PN =M\—-X)", Q) =\—X)*7,dimE () =3 = a donc,
A 0
A
il existe B’ (base de Jordan) avec Mp (f) = M 10
0 0 M 1
0 0 N

2.1.1 Reéduction de Jordan pour f € Endi(F) nilpotent

Soit f(ou A) un endomorphisme nilpotent (matrice nilpotente d’indice m). il existe
mj/A™ =0et AL £0[f"=0et [ £0].
1cas : Sim=n=dmFE : A" =0 et A" ! #£0 dong, il existe v € E/ f"(v) =0 et

f"1(v) # 0, par conséquent, il existe B’ = (v, vq,...,v,) avec
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( v, = v 010 ... 00
Vo1 = f1(v) 001 ...00
Vpo = f2(v) 000 ...00
: , par suite Mp (f)=1: @ : C ] = Ja(0)

vy = "3 (v) 000 ...10

v = "2 (v) 000 ...0°1

| = 7 (v) 000 ...00

[ fE) = FTE) = ) =0

v) = ") = oy
v) = ") = v

flo) = fUTRE) =
I R B e O
fo) = JUE) = P70 = PO =
F) = S0 = ) = e

\

Exemple 2.2

-1 1
A= ( ) , A2 = 0y comme m = 2 = n = dim F, alors 3B" = (v, vs).
-1 1

avec{ =l , tel que Mp (f) = J2(0) = (0 ! ) = P 1AP.
v = f(v) 00

Vg = €1
On prend v = e : donc
v = fle) = —er—ey = (=1,-1)
Vg = €2
On prend v = ey : donc
v = (1, 1)

Tableau de Young
Fi | v
E0) | vy
E =ker A>=F(0)® F,

On dessine un tableau ( dit tableau de Young ) comme suit :

Exemple 2.3
1 5 =2
A=112 -1 |, P\ =), A =0et A2 # 0, il existe B' = (v, v, v3),
3 6 =3
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(

v3 = W 01 0
vy, = f(v) telque Mp(f)=J350)=| 0 0 1 | =P 'AP.

L1 = f(v) 00 0

On prend v = ey
(

vy = €9
Vg = f (62) = A’Ug = (5, 2, 6)
(v = f (va) = Avy = (3,3,9)

On dessine un tableau (dit tableau de Young ) comme suit :

Tableau deYoung

E =ker A> =ker A> ¢ F, Fy | vs
ker A2 = E(0) ® F, Fi | v
E(0) =ker A E0) | vy

v3 & Fy,i.e.,v3 ¢ ker A2 = ker A® Fy = E(0) @ Fy
2¢mecas : Sim < n = dim E, alors le polynome minimal est Q(\) = A", il existe

B = (v1,v9,...,v,) on a P(A\) = (—1)"\" (polynome caractéristique).

PN\ = (=1)"\"
P(\) =0 = \; =0, m; = nunes’eule valeur propre Q) = AT
dmE0) = «

ot : -Les J*¥(0), k = 1,...,a sont des blocs de Jordan.
-L’ordre du plus grand bloc est m.
-Le nombre des blocs est .

cas ou Ae My(k) :
Soit A € May(k), si P(A\) = (A — A\)(A— A3), A est diagonalisable, 35" = (vq, v3),

A1 O
D= " = P7IAP si P(A) = (A — \y)2
0 A
P()\):O:>)\:)\1,m1:2
. , A0
Sidim E(A\) =2: (A— M) =0= A=\, cest-a-dire : A =
0 N
Si dim E()\;) = 1, A n’est pas diagonalisable. i.e., Q(A\) = (A — \;)? = P()),
E (A A0
AB' = (v, v) v ¢ () tel que Jy (A1) = ' = P71AP
v = (A - /\1[2)1}2 0 )\1
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Tableau deYoung

Fl (%)
E =%ker(A— M\ L)? =ker(A—\L)DF
— E(\) | v

E(A\)

Remarque 2.1

Si A est nilpotente : tr(A) =0 et P(\) = (—1)\".

cas ou Ac M;(k) :

Soit A € Ms(k).

1. St P(A) = (A= A1)(A = A2)(A — A\3) = A est diagonalisable.
>\Z>\1, m = 1 = dll’IlE()\l) = 1
A=y, ma = 2 = dimE\) = lou2
Sidim E (Ag) = 2, A est diagonalisable. Si dim F (\y) = 1, A n’est pas diagonali-
N(A)\E(X2)
sable et la réduite de forme : il existe B’ = (v1, v, v3) tel que ¢ vy = (A — \ol3)v3

E(M)

2. SiP(A\) = (A=X1)(A—A2)?: alors

m

U3

m

U1

Tableau de Young

ker(A — \yl3) = E(\2) | vg
ker(A — \oI3)2 = E(\y) @ I} E(Xs) | vy
Al 0 0
01X 0] =p14p, et QN) = (A —A)(A— )2
0] 0 X

3. Si PA)=(A=X)3%alors A\ =\, m; =3.SidimE(\) =3, (A= \13)=0:
vy =€ E — ker(A — )\ I3)?
A= M\I3 Sidim E (\) =1, 3B (vy, v, v3) avec ve = (A — A3)v3
v1 = (A — A3)vg

A 10
telque Js(A) =] 0 A 1 | =P AP et Q(\) =(A—\)>
0 0 M\
Tableau de Young
E =ker(A — \I3)? =ker(A — M\ )2 @ Fy Fy | vs
ker(A — MI)2 = E(\) @ Fy Fi | v
E(\) | v
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U3 §7_£ ’U3E ()\1)
Si dim E (A1) = 2, il existe B’ = (v, v2,v3) avec § vy = (A — A\ I3)vs

V1 = (A — /\1[3)1]2

A 0 0
tel que J3(\) = 0N 1||=P'AP
0 0 N\
Tableau de Young
E=%er(A—\L)?>=EM\N)®F Fi | vs

E()\1> (%) U1

Remarque 2.2

Deux matrices, dont les polyndéme caractéristique soit scindé soit semblable si, et

selement si, elles ont la méme réduite de Jordan.

Exemple 2.4

0 1[0 0
0 0/0 0

A~ , P(A) =A% Q(\) = A%, dim E(0) =2
0 0|0 1
0 0/0 0
00 0 0
110 10

B~ , POV =AY Q) = A3, dim E(0) =2
00 0 1
00 0 0

on voit bien que A n’est pas semblable B.

2.2 Tableaux de Young

Définition 2.2

Une partition A de n est une suite A = (A,...,\), la suite des \; étant décrois-

sante. Si A est une partition de n, on note alors A - n.

Définition 2.3
Soit (A1,...,\) F n. Le tableau de Young de forme ), est un tableau de cases

constitué de [ lignes alignées & gauche, la ligne ¢ contenant \; cases. Le tableau
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de Young de forme A~' est celui obtenu en transposant le tableau de forme \. Par

exemple, les tableaux de Young de A = (3,3,2,1) et A" sont respectivement :

et

Ainsi, A\7' = (4,3,2).

Définition 2.4

Soit A une matrice nilpotente et (x;) la suite associée aux noyaux itérés définie
cidessus. Le tableau de Young associé a A, noté Y (A), est le tableau de Young de
forme (x1,...,7;)"'. En d’autres termes, pour obtenir le tableau de Young associé
a A, il suffit de reporter les sauts de dimension successifs de la suite des noyaux
itérés suivant les colonnes du tableau : autrement dit, le nombre de cases de la i-iéme
colonne du tableau sera égal au saut de dimension entre ker A*~! et ker A°, c’est-a-dire
égal & dimker A — dim ker A1, Il est fondamental de voir que par construction, le

nombre de cases de la premiére ligne de Y'(A) est égal a I'indice de nilpotence de A.

Définition 2.5

Le tableau de Young associé a la suite finie d’entiers strictement positifs
A1 > ... > )\ est un tableau a r lignes (alignées a gauche), la premiére comptant \;
cases, la deuxiéme A, cases,. .., la derniére \, cases. On le note TY (Aq,...,\,).
> Le tableau de Young conjugué a TY (\q,...,\.) est le tableau de Young TY
(fyy -+ php), OU g1y > ... > i, sont les longueurs des colonnes de TY (Ay,..., ;). On
le note TY (Ag,..., \)"
> Le tableau de Young d’un endomorphisme nilpotent f est le tableau TY (dy, ..., d,),
ou dy > ... > d, sont les entiers associés & f ou de maniére équivalente le tableau
TY(01,...,0,)*ou les entiers §; > ... > §, > 0 sont les valeurs distinctes non nulles

de la suite décroissante (dim ker f*+1 — dim ker f*),.
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Exemples 2.5

Le tableau de Young a une seule colonne

correspond & classe de similitude de la matrice nulle (ici Oy).

> Le tableau de Young a une seule ligne

correspond & la classe de similitude d’un bloc de Jordan (ici Jy).

Exemple 2.6
Soit N € Myz(k) tel que dimker N = 7, dimker N2 = 12, dimker N® = 14,
dimker N* = 16 et dimker N® = 17. Son tableau de Young est alors

ou

Par transitivité de la relation de similitude et 'unicité de la réduction de Jordan,

on obtient la caractérisation suivante des classes de similitude.
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2.2.1 Lire un tableau de Young

On peut lire énormément d’informations sur le tableau de Young d’un endomor-
phisme nilpotent f.
>> Par construction, le nombre de lignes (c’est-a-dire le nombre de cases de la premiére
colonne puisque la suite des colonnes est décroissante en taille) est la dimension du
noyau de f : en effet, la premiére colonne correspond & la base du noyau dans la base
correspondant & la réduction de Jordan. Autrement dit, le rang d’un endomorphisme
nilpotent f est le nombre de cases du tableau privé de sa premiére colonne. Ainsi,
deux endomorphismes nilpotents d’un méme espace vectoriel qui ont des tableaux de
Young avec le méme nombre de lignes ont le méme rang.
> De méme, le nombre de cases des j premieres colonnes est la dimension du noyau de
f7. Ainsi, deux endomorphismes nilpotents d’un méme espace vectoriel ont les mémes
tableaux de Young si, et seulment si, toutes leurs puissances ont les mémes rangs.
> On sait désormais obtenir la dimension des sous-espaces im f7. On peut faire mieux
en < localisant > ces sous-espaces sur le tableau de Young a ’aide de la preuve du
théoréme de réduction : pour obtenir im f*, il suffit de rogner les k derniéres cases
de chaque ligne du tableau. De méme, le tableau de Young de la restriction de f a

im f*, est simplement le tableau de Young de f privé de sa premiére colonne.

Exemple 2.7
Par exemple, pour I’endomorphisme nilpotent de ’exemple précédent dont le ta-

bleau de Young est
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les sous-espaces im f, im f? et im f? sont indiqués ci-dessous (avec le symbole o)

Le sous-espace im f2 Nker 2 est par ailleurs localisé

donc est de dimension 4.
> Le nombre de colonnes est la taille du plus < gros > bloc de Jordan donc I'indice

de nilpotence, soit encore le degré du polyné6me minimal.

2.3 Etude du cas particulier des matrices nilpo-
tentes

Nous montrons les liens intimes entre la réduction de Jordan, les tableaux de
Young et la notion de similitude entre les matrices. Partons de deux exemples de

relations d’équivalence définies sur les matrices :

A=B <« ilexiste P, @ inversibles telles que A = PBQ,

AZ B <= ilexiste P inversible telle que A = PB.

La premiére relation d’équivalence s’appelle la r-équivalence ; nous savons que A et
B sont r-eéquivalentes si, et seulement si, A et B ont méme rang. D’autre part, nous

pouvons dire une chose similaire sur la deuxiéme relation d’équivalence : A et B sont
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pg-équivalentes si, et seulement si, le noyau de A et le noyau de B sont les mémes.

Autrement dit :

A=B rgA =rgB,
A2 B —— kerA=kerB.

Nous avons donc transformé ces relations d’équivalence en < négalités > : nous les
avons en quelque sorte caractérisés. Une autre relation d’équivalence fodamentale sur

les matrices est la notion de similitude. Nous la définissons de la maniére suivante :
A ~ B <= il existe P inversible telle que A = PBP~!.

On dit alors que A et B sont semblables. Nous proposans une méthode qui va trans-
former la relation de similitude en une < égalité >> par le truchement de la réduction
de Jordan. Dans toute la suite, nous prendrons pour corps de base des espaces vec-
toriels le corps des nombres complexes C, qui posséde le bon gotit d’étre infini et

algébriquement clos.

2.3.1 Suite des noyaux itérés

Cette étude est fondée sur la suite des noyaux itérés. Etant donnée une matrice
nilpotente A de taille n x n, considérons la suite des noyaux :
{0} C kerA C ... C ker A¥ = k™. L’existence d’un entier %k tel que ker A* = k"
est assurée par le fait que A soit nilpotente. On confodera A et I’endomorphisme
représenté par A dans la base canonique. Pour tout 7, 1 <7 < k, on pose

r; = dim(ker A?) — dim(ker A1),

Proposition 2.1

La suite (x;) est décroissante.

Preuve.
L’idée est d’interpréter x; comme la dimension d’un espace vectoriel quotient.
Soient E et F' deux C-espaces vectoriels. On définit I'espace quotient £/ F par Iespace

vectoriel quotient résulant de la relation d’équivalence : pour tous
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v, ye BaRy<—=x—yekF.

Il est connu que E/F = dim F — dim F'. Par conséquent, pour que x;;; < x;, il suffit
que de prouver que : dim ker A"/, 4 < dimker A*/je; 41 1l suffit donc de trouver
une injection linéaire de dim ker A /i, i dons dim ker A?/ye; 4i-1. Plus précisément,

en notant 7 la classe de x, on définit I'injection de Frobenius :
®: ker Ai+1 /ker Al ker A’L /ker Ai—1

T +— Ax)
Il est facile de voir que ® est linéaire et que si x € ker A™!, alors A(z) € ker A’
Montrons ensuite que le noyau de ® est réduit a {0} : soit = tel que A(z) = 0. Les
équivalences suivantes sont alors vérifiées :
A(x) =0 <= A(z) €ker A <= Ai(z) =0 <=z c ker A" <= T = 0.

® et donc injective, ce qui achéve la démonstration. m

Définition 2.6

Soient A et B sont deux matrices carrées. La matrice par blocs X définie par :

Al 0
X = est appelée somme directe de A et de B. On note X = A® B. La
B

0
réduction de Jodan est fondée sur le théoréme suivant.

Théoréme 2.2
Soit A une matrice nilpotente de taille n, A = (A1,...,\) la forme de Y(A).
Alors : A ~ EB Jy,- Par exemple, si Y(A) = (3,3,2,1), alors la proposition affirme

010
0 01 0 0 0
000
010
que : A ~ 0 0 01 0 0
000
0 0010
00
0 0 0]0
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Preuve.

Nous faisons une preuve par I’exemple pour éviter les triples indices. Supposons
que Y (A) soit de la forme A = (6,4,4,1). L’idée est d’inscrire des vecteurs dans les
cases du tableau de Young pour qu’au final nous retrouvions avec la bonne base de
I’espace. Nous complétons les cases ligne par ligne en partant de la droite de sorte
que les éléments de la i-iéme colonne forment une base de ker A’ /i 4i-1. D’aprés la
forme du tableau, 'indice de nilpotence de A est 6. choisissons donc un vecteur v; de
C°® tel que A%(v1) # 0. Plagons ensuite v;dans la derniére case de la premiére ligne de

Y (A) et remplissons la par A(vy), A%(v),. .., A°(v;) pour obtenir :

A(vr)
A% (vy)
A?(vr)
At(v)
A(v1)

Comme A(v;) € ker A?/yer 43, complétons le par vs, v3 pour obtenir une base de

U1

ker A? /i 43, qui est bien de dimension 3 d’aprés la forme du tableau de Young. On
place vy en bout de deuxiéme ligne, vs en bout de la troisieme et on remplit comme
précédemment. 11 est impératif de voir que A3(vy), A(vy), A(vs) est également libre
dans ker A3/y.; 42 du fait de l'injection de frobenius exposée ci-dessus. choisissons

finalement un vstel que (A%(vy), A3(vy), A3(v3),v4) forme une base de ker A. En défi-

nitive :
A(vy)
A%(vy) o U3
A3(vy) | A(ve) | Alvs)
At(vr) | A(va) | A%(v3)
Ad(vy) | A3(vg) | A3(v3) | vy

L’injection de Frobenius nous assure que
B = (A5(vy), AY(vy), ..., 01, A3(v2), ..., va, A3(v3), ..., v3,v4) est une base de C'°.

Alors, par construction, dans cette base : MatgA = @ Jy,;, et le résultat s’en suit.

7
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2.3.2 Propriétés utiles des Y(A)

Nous sommes dorénavant en mesure d’exhiber toute la puissance des tableaux de

Young sous forme d’une liste de propriétés.

Théoréme 2.3
Soit A une matrice nilpotente de taille n et T =Y (A) de forme A = (A1,..., \).

Alors les points suivants sont vérifiés :

1. M1 est l'indice de nilpotence de A,

2. le nombre de cases constituant les v premiéres colonnes est la dimension de
ker A?,

3. le rang de A® est le nombre de cases du tableau de Young obtenu en supprimant

les © premiéres colonnes de T'.

Preuve.

C’est quasiment immédiat d’apres ce qui a été dit précédemment.

1. Nous I’avons déja vu : par construction, \; est le nombre d’espaces vectoriels
distincts de k™ apparaissants dans la suite des noyaux itérés. C’est aussi la
taille du plus grand bloc de Jordan apparaissant dans @&;.Jy,.

2. C’est clair par construction.

3. C’est clair d’apreés le théoréme du rang puisque 1" posseéde n cases.

2.4 Cas général de la réduction de Jordan
Elle s’énonce ainsi, en prenant pour £ un C-espace vectoriel de dimensie finie :

Théoréme 2.4 (Réduction de Jordan d’un endomorphisme )

Soit A une matrice et P()\) son polynéme caractéristique qui se factorise sous la

forme : P(X\) = [T(A—=X)™, (\i # A; sii # j). Alors il existe une base B de E telle

i=1
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A
que la matrice de f dans cette base soit de la forme : Matgf = ? . ,

0 As

avec pour tout i, la matrice A; s’écrivant comme somme directe de blocs de Jordan

qui ont \; sur la grande diagonale.

Preuve.

Il s’agit de se ramener au cas nilpotent. Pour tout i, on note N; = ker(f — \;1d)*
les sous-espaces caractéristiques de f. D’apres le lemme des noyaux, on a
E=N @& N, ®...® N, et les N; sont stables par f. Pour tout ¢, on pose f; = fn,.
Ona f; € Let (fi—N\Id)* = 0. Par suite n; = f; — \;1d est nilpotent. Pour tout ¢, on
applique la réduction de Jordan a ’endomorphisme nilpotent n;. Il suffit ensuite de
réunir les bases utilisées de chaque sous-espace caractéristique pour obtenir la base B
de E souhaitée. L’interprétation en termes de tableaux de Young est quasiment iden-
tique : on associé a f les s tableaux de Young correspondant & chaque endomorphisme

nilpotent n; (ou de maniére équivalente & chaque valeur propre). m

2.5 Etude de la relation de similitude

Soient A, B € M,,(C). Les implications suivantes sont bien connues :

A ~ B=rgA=rgB
A ~ B= A"=pF
A ~ B= A—- )\, ~B—\l,, pour tout A € C.

Nous allons prouver que la réciproque est vérifiée, a savoir que

A~ B < rg(A—\L,)* =rg(B — \,)* pour tous A € C et k € N.

2.5.1 Théoréme de Jordan

Proposition 2.2
Soient A, B deux matrices nilpotentes. Alors : A ~ B <= Vk € N,
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rg(A— /\]n)k =rg(B — )\In)k.

Preuve.
La seule valeur propre possible de A et de B est 0. Il suffit donc d’examiner le cas
ol A = 0. Les équivalences suivantes sont vérifices : Vk € N, rgA* = rgB*¥ <=les

sauts de dimension dans les suites respectives des noyaux itérés sont les méme <=
Y(A)=Y(B). m

Théoréme 2.5 (Jordan-Weyr)
Soient A, B € M,,(C). L’équivalence suivante est vérifiée :
A~B <= VAeC,VkeN, rg(A— A, =rg(B— \,)".

2.5.2 Etude des classes d’équivalence

Nous avons vu que A ~ B <= Y (A) = Y(B) losque A et B sont nilpotentes.
Un tableau de Young de forme A - n peut donc étre mis en bijection avec une classe
d’équivalence pour la relation de similitude. En notant p(n) le nombre de partitions

de Pentier n, le nombre de tableaux de Young possible a n cases est donc p(n).

Proposition 2.3
Considérons l’ensemble des matrices nilpotentes de M,,(C). Le nombre de classes
d’équivalences pour la relation de similitude sur cet ensemble est alors p(n). Plus

généralement, d’aprés la remarque qui suit la preuve du théoréme.

Théoréme 2.6

Considérons l'ensemble des matrices de M.,,(C) qui possédent le méme polynome
S

caractéristique : P(A) = [[(A—=X)%, (\i # \j sii # j). Le nombre de classes d’équi-
i=1
valences pour la relation de similitude sur cet ensemble est alors [] p(s).
i=1
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Exemple 2.8

010 010
0 01 0 0 0 01 0 0
0 00 000
A~ 010 et B ~ 01
0 0
0 0oo01]O0 0 0
000 01
0 0
0 00 0 0

les conditions sont vérifiées, mais A n’est pas semblable & B car rgA? = 2
et rgB? = 1.

Contrairement aux apparences, cela n’est pas sorti du chapeau. L’implication :

rgA=rgB =4
A~ B < Ps(X) = Pg())
Qa(N\)=Qz (N

annonce en effet que si A, B sont nilpotentes et si Y (A) et Y (B) ont le méme nombre
de cases sur la premiére ligne et sur la premiére colonne, alors A = B. Cela est
clairement faux comme le montrent les deux tableaux suivants & partir desquels A et

B ont été construits :

et

Remarquons que si A, B € M,, (C) avec n < 6, alors le résultat est vrai.

2.6 Pratique de la réduction de Jordan

Soit A € M, (k) matrice de u dans une base B.
1. On calcule P(\) et on s’assure qu’il est scindé sur k :
PO =(=1)"(A=X)"...(A=)\,)"avec \; € k.
2. On détermine () dont on sait qu’il est de la forme :
Q) = A= )™ ...(A=Xy)™avec 1 < m; < n; en utilisant le résultat sui-

vant :
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(0} | € | ker(A— NI, | S | ker(A — NI,

Z= =

ker(A — )\Zln)ml

ker(A — )\Z]n)nl

0] < d | <

da

dmi - ni

n;

11 suffit donc, par exemple, d’étudier les rangs des puissances de (A — \;

I,,). Les

calculs sont diminués si on se souvient que la suite (d,), s’essoufle, c’est-a-dire que

la suite (d,1 — d.), décroit

3. On rappelle qu’il existe une suite de s.e.v de V'™ (\;) : Fi, ...

(

\

au sens large.

VZ(\) =

Vmi (/\z) — Vmi_l ()\z) @ Fmi—l
Vmiml(\) = VM2 (\) @ F, o

V(N o F

, Fon,—1 tels que :

4. On dessine ensuite un tableau de Young a m; étages et n; vecteurs pour chaque

valeur propre J\;, en placant d; vecteurs au rez-de-chaussée, dy — d; au 1°"

étage,. .. ,d,,, — dpy,—1 dans la derniére étage en les numérotant comme suit :

base de F},_;
base de F},_»

base de F}
base de ker(u — \id)

&

€6

€4

€r

€5

€3

€2 | €1

On passe d’une ligne a la ligne du dessous en appliquant v — Aidg.

5. Une cellule de Jordan est une matrice de la forme :

Ao 10
0

0

0

e My (k).

= O

>

(2

Chaque colonne du tableau de Young correspond & une telle cellule de taille la

hauteur de la colonne. Le bloc de Jordan correspondant a la valeur propre \;

sera donc (le nombre de blocs est égal au cardinal du rez-de-chaussée ) :
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Tn, (A 0 ... 0

0] Jn, (N
J(/\z) _ ha ( )
0
0 cee 0] T (V)
6. Enfin il ne reste plus qu’a ”empiter” les blocs et la réduite de Jordan de A est :
J (A1) 0 ... 0
g 0 J(A) |~ :
) . 0
0 e 0L TNy

7. Si on veut une matrice de passage il faut construire une base pour chaque s.e.v
caractéristique ker(A — \;I)"™ en commengant par les vecteurs de I'étage le
plus élevé : ils doivent engendrer un supplémentaire de ker(A — \; 7)™~ dans
ker(A — A\;1)™:. Leur image par A — \;I est une famille libre de
ker(A— X\, I)™ 1\ ker(A—X\;I)™ 2, on la compléte-éventuellement-en base d’un
supplémetaire de ker(A— \;1)™~2 dans ker(A —\;I)™~! et on recommence. Les
vecteurs du rez-de-chaussé forment une base du s.e.v propre ker(A — A\;1). On
numérote ensuite les vecteurs de bas en haut et de droite & gauche. On répéte
cette opération pour toutes les valeurs propres et on rang dans P matrice de
passage les vecteurs dans le bon ordre et-selon 1'usage-dans 1’ordre décroissant

des valeurs propres. On a alors A = PJP1L.

8. Pour voir si vous avez saisi traitez complétement 1’exemple suivant :

3 -1 -3 0 -1 3

0o 2 =30 0 3

o 0 —-10 0 3
A=

-1 1 -3 2 1 4

1 1 0 0 1 0

0O 0 0 0 0 2

On trouve P(A) = (A + 1)(XA — 2)°. dimker(A + I) = 1 et une base en est
e1 =(1,1,1,1,0,0). Pour la valeur propre 2 : dimker(A + 2/) = 3 et
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dim ker(A + 21)? = 5 donc 2 est racine double de Q()) et Q(A) = (A +1)(A —2)%.0n

€6 | €4

peut dessiner le tableau de Young pour la valeur propre 2 :

€5 | €3 | €2

2
0
qui donnera un bloc | 0
0

S O NN O
o o IN =IO

0 0
0 0
0 0 |, (lavaleur propre —1 donne un bloc
2 1
0 2

0
(-1)...). L’équation de ker(A — 2I)? est w3 = x4 et celles de ker(A — 21) sont :

rs = 0

Tz = T — Tg
ze = 0
On prend pour base d'un supplémentaire de ker(A — 27) dans ker(A — 21)? les
vecteurs ¢4 = (0,0,1,0,0,1) et g = (0,0,1,0,—1, 1) et on vérifie que :
ey + Peg € ker(A —21) ssi = 5 = 0 donc ils engendrent bien un supplémentaire de
ker(A — 2I) dans ker(A — 21)%. Ensuite on calcule g3 = (A — 2I),e4 = (0,0,0,1,0,0)
et e5 = (A —2I),e6 = (1,0,0,0,1,0). Enfin on compléte cette famille en base de
ker(A — 2I) par 2 = (1,1,0,0,0,0).

2.7 Dimensions des orbites :

le calcul de la dimension d’une orbite se fait de facon simple et sera justifié la par
la suite : 'orbite maximale est de dimension n? — n on obtient la dimension d’une
orbite & partir de celle placée immédiatement plus haut en retranchant a la dimension
de cette derniére deux fois le nombre de chutes qu’on a fait effectuer au citions.

Ainsi 'orbite qui suit I'orbite maximale est toujours de dimension n? —n — 2, et
celle qui est au-dessus de I'orbite de dimension nulle, et qui correspond aux matrices
nilpotentes de rang un, est de dimension 2(n — 1).

Evidemment, ce processus ne permet pas de calculer la dimension d’une orbite sans
avoir a construire le graphe de toutes celles qui lui sont supérieures ou inférieures;

c’est pour cela qu’il vaut mieux garder en mémoire la formule suivante :

dimpy =n? = 3757 = 23 nisa (i — M)
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Ou la matrice nilpotente N admet comme tableau de Young (pi,...,px) et ou
(P1,...,Ds) est la partition duale. Cette dimension apparait donc comme la codimen-
sion (effectivement paire) du groupe des matrices diagonales en blocs ayant comme
ordres successifs p1, ..., P, quant aux, ils désignent respectivement les rangs de A’ :

on a bien p; = dimker A = ny — n; et Py = dimker A2 — dimker A =n; —ny ...

2.7.1 Pratique de la réduite de Jordan dans les matrices nil-
potentes :

Soit A € M,,(R) une matrice nilpotente de polynéme caractéristique

p(A) = (=)™

1. Pour n =2
2 0
* 0 1 0 0
J2(0) = * | %
* 0 0 0 0
dim E£(0) =1 dim E(0) = 2

Pour la dimension n = 2, il y a deux partitions de n, donc deux orbites de

matrices nilpotentes qui sont emboitées comme suit :

n—n=2e
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2. Pour n =3

6 4
* 01 0\ | 0[0 0
*L B0 =100 1| |1 00 1
* 00 0 0[0 0
dim E(0) = 1 dim E(0) = 2
0
000
000
dim £(0) = 3

Pour la dimension n = 3, il y a trois partitions de n, donc trois orbites de matrices

nilpotentes qui sont emboitées comme suit :

e e il

symétrie axiale

de dualité

3. Pourn=14
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12 10
* 0100 5| 00 0 O
* 0010 ] 0/0 1 0
J4(0) = *
* 0 001 00 0 1
* | *
* 0000 00 0 O
dim E(0) = 1 dim E(0) = 2
8 6
0 1/]0 O 00 0 O
k| x 0 0]0 O * 0/0(0 O
k| * 0 0]0 1 ol e e 0 0]0 1
0 0]0 O 0 0]0 O
dim £(0) = 2 dim £(0) =3
0
0 0 0 0
0 0 0 0
* |k |k | %
0 0 0 0
0 0 0 0
dim E(0) = 4

Pour la dimension n = 4, il y a cinq partitions de n, donc cinq orbites de

matrices nilpotentes qui sont emboitées comme suit :
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r-n=12,

10
Symétrie axiale
""""""""""""""" ) & LRI R LR EL LT De duahté
’
n-1)=6
’

41



(o) ™| < o
- (. [
ol o —~ o o o|lo — o©
—~ —~
o =)
OOIOOWD\ OOIOOE\
OlOOO.m OOOOO.m
o) o
olo o o o olo|lo o o
olo o o o olo o o o
*
* *
*x | ¥ | %
o — | © o\
N —
©c o o — o | I
o o|lo —~ o©
—~~ —
© o - o o o =
o ol o o
o ~ o o o M -
m OOOOO.m
- O o o o T =
0 o o o o - Oo|lo o o
i o o|lo o o
—
o
SN—
.J5 * | *

o0 <
—
S
o o oo o
S
o olo|lo o §
o
S|l oo o O
ol o o O
*
(] [ap] LO
—
I o o o o o |
o o ol —=H O
—~ —
{0\ 00000(0\
o o oo o
- OOOOOE
o|l—~ o|lo o § g
= OOOOOd
ol oo O o o o o o
oSl o o o O

*
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4. Pour n=>5
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n-n=2

? I8

16

Symétrie axial

de dualité

2n-1)

B o

2
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5. Pour la dimension n = 6, il y a onze partitions de n, donc onze orbites de matrices

nilpotentes qui sont emboitées comme suit :

nf-n=230 ¢ CIID

D ¢ 28

H-

26

Symétrie axiale

— e e IR DS SN SN — Em=a e o o m— —

de dualité

]
]
|

44



6. Pour la dimension n = 7, il y a 15 partitions de n, donc 15 orbites de matrices

nilpotentes qui sont emboitées comme suit :
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7. Pour la dimension n = 8, il y a 22 partitions de n, donc 22 orbites de matrices

nilpotentes qui sont emboitées comme suit :

Symétrie Axial

de Dualité
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8. Pour la dimension n =9, il y a 30 partitions de n, donc 30 orbites de matrices

nilpotentes qui sont emboitées comme suit :

¢ plop=T2

708

Symétrie axiale

De dualité

2(n-1)=16
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9. Pour la dimension n = 10, il y a 42 partitions de n, donc 42 orbites de matrices

nilpotentes qui sont emboitées comme suit :

m'—n=90

2{n=1)=18

0
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Conclusion

Ce travail est consacré a la réduction des endomorphismes, en particulier la ré-
duction de Jordan.
On utilise la réduction de Jordan pour résoudre un systéme différentiel, un systéme

de suites récurrentes, calcul de la puissance d’une matrice, ect.
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